Théoreme de Shannon.

Rémi Lajugie

Théoréme 1 Soit un signal f € L*(R) continu, tel que F(f) soit a support borné inclus dans [—c, c].

Alors si a < —, on a, au sens Ly mais ausst au sens ponctuel,
= sin(Z(t — na))
) =) flna)—F2
; 2(t — na)
Preuve :

Etape 1 : périodisation du spectre et Formule de Poisson

On introduit F(t) = ¥r>_ f (2 —¢€). Cette fonction est la périodisée de F. De plus, comme a < o
cette fonction est bien dans Lo([—1 / 2a,1/2a)) (faire un dessin si besoin). Donc cette fonction est somme
au sens Lo de sa série de Fourier.

On a donc ’égalité au sens Lo,

= cn(F) exp(2imna).

On calcule ¢,(F). Elle est reliée a I'intégrale donnant 'inverse de Fourier de F'. Or cette intégrale définit
une fonction continue sous le signe somme qui est, par la théorie de Fourier égale au sens Ly(R) a F,
mais f est continue donc elle est égale a cette formulation intégrale. On obtient des lors la formule de
Poisson :

Z f(= —5 > f(na) exp(2inéna).
1=—00
Etape 2 : récupération du lobe central
On remarque que X[—1/2q,1 /2Q]F = f au sens ponctuel. Par continuité et linéarité de la transformée
de Fourier inverse sur Ls(R),on obtient que, au sens Lo, f est égale a f(na)x[_l/%l/ga]_exp(Qiﬁgna),
otl I'on note f la transformée inverse, faute de meilleur symbole. Un calcul donne la formule avec les
sinus cardinaux.
On a donc une égalité au sens Ls, on a en fait mieux.
FEtape 3 : récupération de la convergence uniforme
Comme f a support borné, elle est dans L;. Vu la définition de la transformée de Fourier inverse,
on a Vit € R, |fu(t) = F(&)| < |Ifn = fllt < Cllfn = fll2 = ot f, désigne la somme partielle de Fourier,
I'inégalité venant de Cauchy Schwartz appliquée avec la fonction constante, et 1'égalité de 1'égalité de
Parseval.

Références

— Willem.
— Gasquet et Wittomski.



