Une méthode rapide de multiplication des polynomes.

Rémi Lajugie

Définition 1 On appelle représentation par valeur d’un polynome P, la donnée de deux n-uplet (x1, ..., z,)
et (P(x1),...,P(xy,)). Par contraste, la donnée de la suite des coefficients, s’appelle une représentation
par coefficients.

Proposition 1 Soit (y1,...,yn) € C". Parn points distincts (xy,...,x,) il passe un unique polynome de
degré au plus n — 1 prenant la valeur y; en chaque x;.

*

Preuve : cela résulte du fait que les formes linéaires P — P(x;) sont une base de 'espace dual R,,_1[X]
dont la base antéduale est la base des polynomes interpolateurs de Lagrange.

Conséquence : la représentation par valeur d’un polynéme P est univoque deés que le nombre de points
est strictement supérieur au degré.

Proposition 2 Soit deux polynomes P, () de degré au plus n—1, représentés par valeurs en 2n—1 points.
Alors une représentation par valeur de PQ est donné par le 2n — 1 uplet des (P(x;)Q(2:))icq1,...2n-1}-

Définition 2 On appelle interpolation d’un polynome de degré au plus n — 1 représenté par valeurs en
k > n points, Uapplication qui associe la représentation par coefficients a la représentation par valeurs en

(T1,..., %)
Remarque : I'interpolation revient a résoudre un systéme linéaire de Vandermonde.

P(z1) xy ... a} ao

P(x,) Ty oo X0) \ap_

Théoreme 1 L’opérateur de transformée de Fourier inverse discréte réalise linterpolation auzx points
&, ... & ou les & sont les racines k — emes complexes de ["unité.

Preuve : La transformée de Fourier résout précisément un probléeme de multiplication matricielle.

Théoréme 2 Soit P,Q) de degré 2P — 1. Il existe un algorithme cottant O(nlog(n)) multiplications per-
mettant de multiplier P et ().

L’algorithme est le suivant :
1. Effectuer la transformation de Fourier de P et @) d’ordre 2P*!.
2. Multiplier les représentations par valeurs.

3. Interpoler par la transformation de Fourier inverse.



Preuve :

Etape 1 : correction de [’algorithme

Par les propositions précédentes, a la fin de 'opération 2, on a une représentation univoque de P()
puisque deg(PQ) < 2PT! et que l'on a 2P points d’interpolation. Par le théoréme, la transformée de
Fourier inverse nous donne la représentation par coefficients du polynéme PQ).

Etape 2 : complexité de [’algorithme

L’opération 1 coiite O(nlog(n)) opérations car, vu la récursion de Cooley Tuckey, la complexité Cj, de
calculer une transformée de Fourier discréte de taille 2F satisfait la relation de récurrence :

Chpr =20, + K2F,

il vient alors, en posant D), = % que Cr = K(2Fk) ot K est une constante numérique.
Le cofiit de 'opération 2 est de 2¥ multiplications.
Le cotit de 'opération 3 est le méme que celui de 'opération 1.
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